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ABSTRACT. Some notions of curvature for real hypersurfaces imbedded in complex euclidean 
spaces are introduced. The new notions are related to the Levi form the way the classical Mean and 
Gauss curvatures are related to the real Hessian form. 

We then show some strong comparison principle for the involved Partial Differential Operators. 


Finally, as an appplication, we state some symmetry and identification results. 
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Alcune nozioni di curvatura relative alla forma di Levi. 
Principi di confronto forte e risultati di simmetria 


ERMANNO LANCONELLI 


In collaborazione con Annamaria Montanari 


Sunto. Vengono presentate alcune definizioni di curvatura per ipersuperfici di classe C? frontiere 
di domini immersi in C"+!, Si utilizzano funzioni simmetriche degli autovalori della forma di Levi. Gli 
operatori di curvatura che ne derivano conducono ad equazioni alle derivate parziali del secondo ordine 
totalmente non lineari la cui forma caratteristica, quando viene calcolata su funzioni pseudoconvesse 
in un opportuno senso generalizzato, risulta semidefinita positiva e con nucleo di dimensione uno. Le 
equazioni così introdotte sono quindi non ellittiche in ogni punto. Tuttavia, come viene dimostrato, 
la direzione di ellitticità mancante viene recuperata mediante opportune operazioni di commutazione. 
Questa proprietà viene utilizzata per dimostrare principi di confronto forte dai quali vengono successi- 
vamente dedotti risultati di simmetria per domini con curvature costanti, e teoremi di identificazione 
per domini aventi curvature confrontabili. 


1 Forma di Levi normalizzata ed m-curvatura 


Sia BD = {z € C"4! : f(z) = 0} una ipersuperficie reale, frontiera del domino D={z2€C?H: f(2)< 
0}. Supponiamo f reale, con derivate seconde continue e tale che 


dpf "= (fa, (P), DICI Fzn41(P)) # 0 


in ogni punto p € bD. Useremo sempre le notazioni seguenti: 


Scriveremo anche fe and fs invece di fx, and fz,, rispettivamente. Notazioni analoghe verranno usate 
per le derivate seconde. Denotiamo con TE(6D) lo spazio tangente complesso a bD nel punto p : 


TE(6D) = {he CH : (h,3,f) = 0}. 


Qui (-, -) indica il consueto prodotto interno Hermitiano in C"+! e df=(f(2),...; fa 4 (P)). 
Con H,(f) indicheremo la matrice Hessiana complessa della funzione f calcolata nel punto p, 


Ho($):= (fix) 


JI; nb 


La forma Hermitiana siti 
CI Lp(fF,6) = (‘Hp(1)6,0)= YO fiiGù, 


j.k=1 
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ristretta allo spazio tangente complesso TED), è la forma di Levi della funzione f nel punto p. 
Ricordiamo che D viene chiamato strettamente pseudoconvesso se la forma di Levi di f è strettamente 
definita positiva in ogni punto di bD. 

Sia B= {u1,...,n} una base ortonormale di TE(6D). Chiamiamo B-matrice di Levi B-normalizzata 
di bD nel punto p € bD la seguente matrice Hermitiana n x n 


(La - 
Lo(f,B) = (Tp Hol) ii (1) 
Ovviamente, L,(f,B) dipende dalla funzione definente f nonchè dalla base B di Fe (6D). Tuttavia è 
suoi autovalori dipendono solo dal dominio D. Precisamente, se f! e B' sono, rispettivamente, un’altra 
funzione definente di D e un’altra base ortonormale di TE (6D) allora 


AMLp(S,B)) = X(Lp(f",B')). 


Conveniamo di denotare con A(A) l’insieme degli autovalori della matrice A. Per ragioni di brevità, nel 
seguito scriveremo Ap(bD) invece di A(Lp(f, B)). 

Se p € bD indichiamo con (A(p),...,An(p)) gli autovalori della forma di Levi normalizzata. 
Ovviamente essi sono tutti reali. Definiamo 


Curvatura Totale di Levi di bD nel punto p : K, Mm = (A1(P) 3 An(p)) 
e 
Curvatura Media di Levi di bD nel punto p : K, Na, = di (Pt te (P) 


In generale , per 1 < m < n, definiamo la m-curvatura di Levi come segue: 


KM) = MIRI (1, (p) + +An(p)), 


ove cl") indica la m-esima funzione simmetrica elementare. Nozioni di curvatura analoghe a quelle 
date ora sono state introdotte da Bedford & Gaveau in [BG 78], da Slodkowski & Tomassini in [ST 94] 
e, molto più recentemente, da Montanari in [M 01]. 

Esempio 1 ( m-curvatura delle sfere). Una funzione definente della palla 


Dr= {ze Ct :|2]}< R?}, R>O0 


è f(2) = |z|? — R2. Qualunque sia B, base ortonormale dello spazio tangente a bDr in un suo punto p, 
risulta : 
Lp(p,B)= pl I,= matriceidentità nxn 


Quindi, tutti gli autovalori della forma di Levi normalizzata sono uguali a + Di conseguenza 


KS@Da)= (4) , VpebDa 


In generale, per ogni dominio D con funzione definente f, vale la seguente formula: 


1 1 
KM)(6D)=---—- > Ara : 
p ( ) (0) |0f|e+? 1<i;<---<i <n+1 Guests) 
q 1 ‘q+13 
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dove 
0 Ji (OA 
feti 1, 
4 st9+1 
Atria 0) = det . : a = 
Fissa Treno = 6 Fida 


Utilizzando alcune proprietà degli operatori di curvatura appena introdotti, con A. Montanari ab- 
biamo dimostrato alcuni teoremi di simmetria e di identificazione per domini di C"+1, Questi risultati 
sembrano quindi provare che le m-curvature contengono siginificative informazioni geometriche. 

Un domino D verrà chiamato strettamente m-pseudoconvesso se 


KS (6D)>0 perognij<m eperogni pebD 
Il nostro principale teorema di identificazione è il seguente. 


Teorema 1.1. Siano D e D' aperti m-pseudoconvessi di C+! aventi frontiera connessa. Supponiamo 
inoltre D' C D 


a. D'CE DebDnbD'#09 
b. Per ogni pe bDNbD' esiste un intorno aperto I di p tale che 


Sx (bD') < S,(bD) 
per ogni 2' EQNbD' ez E QNbD. 


Allora D' = D. 


Da questo teorema e dal risultato dell’ Esempio 1 si ottiene facilmente il risultato di simmetria del 
corollario seguente. i 


Corollario 1.1. Sia DC C"+! un dominio m-pseudoconvesso avente frontiera connessa. Supponiamo 
che esista una palla Dr(z0) C D tangente a bD in qualche punto p e bD. Allora, se 


K(6D) > (3°. Vz € bD, 


risulta D= Da(z0). 


Il precedente teorema segue da un principio di confronto forte per operatori di curvatura operanti 
su funzioni aventi epigrafici m-pseudoconvessi. 


2 Funzioni m-pseudoconvesse. Principi di confronto forte. 


Siano un aperto di R?"+! e una funzione di classe C?2(Q, R). Identifichiamo R?2"+! x R con €224! 
e indichiamo con x = (£1,::- ,£2n+1) eyi punti di R?"+1 e R, rispettivamente. Scriveremo inoltre 


Zj = T2;-1t+iîr2; perj=1,...,n e Zn+1 = T2n+1 + dY 


Indichiamo con I(u) e y(u) l’epigrafico e il-grafico di u, rispettivamente. Diciamo che u è stretta- 
mente m-pseudoconvessa se T(u) è strettamente m-pseudoconvesso in ogni punto di y(u). Definiamo 


LO) = KP (AU), p= (2,2). 


Vale allora il seguente cruciale teorema di struttura. 
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Teorema 2.1. Se u è strettamente m-pseudoconvessa allora 


2n 


LO) (u) = ;» a;,k(£)Z;Zk, 


j,k=1 
dove 


a. (a;x = a;,k(Du(é), D?u))j,k=1,...,2n è una matrice 2nx 2n simmetrica e definita strettamente positiva 
in ogni punto x E LX. 


b. Z;=0x,+0;0r2,4, 0vea; = a;(Du). 
c. Se poniamo Zj,x = [Zj, Zx] allora 
Zi, si Gi,kdzan4i 
e per ogni x € I esiste una coppia (j,k) tale che gj,(1) #0. 

L'operatore £l) è quindi ellittico soltanto lungo 2n direzioni linearmente indipendenti. La proprietà 
(c) del teorema precedente consente di recuperare la direzione mancante mediante commutazione dei 
campi Z;. Più precisamente 

dim (Span{Z;(x), Zjx(x) :j,kK=1,...,2n})=2n+1 (2) 


in ogni punto di 9. 
Questa proprietà consente di dimostrare il nostro teorema di confronto che estende quello dimostrato 
da G.Citti in [G 93] per una classe di equazioni quasilineari relative alla traccia della forma di Levi. 


Teorema 2.2. Sia Q un aperto connesso di R?"°+! e siano u e v funzioni di classe C°(Q, R). Supponi- 
amo 


au<vinQ, uo) =Uzo) în qualche punto ro € I. 
b LIM <LM(U) in A 
Allora u(x) = v(x) per ogni r EQ. 


Dimostrazione. Lo schema della dimostrazione è il seguente. Posto w =u—v, utilizzando le ipotesi 
(a) e (b) si dimostra che risulta 


M(w)>0 in, ws<0in9, w(r0)=0, 


ove 


2n 
M(w)= >, b;4(6)ZjZx(w) + termini di ordine uno. 
j,k=1 


La matrice dei coefficienti b;,x è definita positiva in R?” e gli operatori differenziali Z; sono le lin- 
earizzazioni, calcolate sulla u, degli operatori del precedente teorema. Utilizzando la proprietà (2), con 
argomenti analoghi a quelli utilizzati da Bony in [B 69), si dimostra che la funzione w è identicamente 
nulla in Q, e quindi il Teorema. 
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